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Capitolo 7 – Algebra Lineare 
 

7.1 – Vettori 
 

7.1.1 - Richiami di geometria analitica  
 

• Coordinate cartesiane in uno spazio a 3 dimensioni S3 
 

In S3 si considerino tre rette perpendicolari, aventi in comune un 
punto (origine); su ciascuna delle tre rette (assi cartesiani 
ortogonali) si fissi un verso positivo e un’unità di misura per 
le lunghezze. Operando in questo modo si costruisce un 
riferimento cartesiano ortogonale nello spazio: esso sarà 
detto monometrico, se sui tre assi si considera la stessa unità di 
misura. Mediante tale riferimento cartesiano si stabilisce una 
corrispondenza biunivoca tra i punti dello spazio e le terne 
ordinate di numeri reali, detti coordinate del punto e 
denominati rispettivamente ascissa, ordinata e quota. 

Gli assi cartesiani ortogonali individuano tre piani ortogonali, 
che dividono lo spazio in otto ottanti. Valgono le seguenti note: 

i punti dell’asse delle ascisse hanno ordinata e quota nulle, 

i punti dell’asse delle ordinate hanno ascissa e quota nulle, 

i punti dell’asse delle quote hanno ascissa e ordinata nulle, 

l’origine ha coordinate nulle, 
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Le coordinate dei punti di incontro di tre piani identificano 
l’equazione di un punto. Tali coordinate si ottengono risolvendo 
il sistema composto dalle equazioni dei tre piani  interessati 

<7.7.1/7> ൝ࢇ࢞ + ࢟࢈ + ࢠࢉ + ࢊ = 	ࢇ࢞ + ࢟࢈ + ࢠࢉ + ࢊ = ࢇ࢞ + ࢟࢈ + ࢠࢉ + ࢊ =   

 

• Coordinate cartesiane in uno spazio ad m dimensioni Sm 
 

In Sm si considerino n rette perpendicolari, aventi in comune un 
punto (origine); su ciascuna delle m rette (assi cartesiani 
ortogonali) si fissi un verso positivo e un’unità di misura per 
le lunghezze. Operando in questo modo si costruisce un 
riferimento cartesiano ortogonale in Sm: sarà monometrico, 
se sugli m assi si considera la stessa unità di misura. Mediante 
tale riferimento cartesiano si stabilisce una corrispondenza 
biunivoca tra i punti dello spazio e le m-ple ordinate di numeri 
reali, detti coordinate del punto e denominati rispettivamente 
prima, seconda, terza, …, m-sima coordinata. 
 

Dati due punti  ࡼ	݁		ࡽ	, considerate le loro coordinate cartesiane  

ࡼ <7.1.1/8> ≡ ,࢞) ,࢞ … , ࡽ  ,	(࢞ ≡ ,࢟) ,࢟ … ,  (࢟
la distanza tra i due punti risulta 

<7.1.1/9> 

ࢊ = ඩ(࢞ − (࢟
ୀ  
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e se in particolare il punto Q coincide con l’origine (0,0, … ,0) si 
ha la distanza del punto	ࡼ dall’origine, che si indica con |ࡼ| 
ovvero la lunghezza del segmento che congiunge l’origine con 
l’estremo ࡼ o anche il modulo del segmento   

<7.7.1/10> 

ࢊ = ඩ࢞
ୀ  

 

7.1.2 – Segmenti orientati,  vettori e spazi vettoriali 
 

• Segmento orientato in	ࡿ 

Un segmento orientato è un segmento caratterizzato da: 

modulo (lunghezza del segmento, cioè distanza tra gli estremi) 

direzione (direzione della retta sulla quale giace il segmento) 

verso (verso positivo di percorrenza della retta) 
 

• Vettore  ࢇഥ  (definizione geometrica) 
 

classe di equivalenza dei segmenti orientati in ࡿ , aventi cioè 
lo stesso modulo, la stessa direzione e lo stesso verso: 
 

in ࡿ esistono ∞ vettori distinti, ciascuno composto da ∞ 
segmenti orientati equivalenti  

ciascun vettore può essere rappresentato da un qualsiasi 
segmento orientato della classe di equivalenza: di norma si 
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Risulta immediatamente 

• Vettore uguali 
   

ഥࢇ  <7.1.2/4> = ഥ࢈ 	⇔ ࢇ) =  (,…,ୀ,ᇣᇧᇤᇧᇥ࢈
 
• Vettore nullo			ഥ 		(vettore con componenti tutte nulle) 

   

<7.1.2/5>  ഥ = (, , … , ) 
 

• Prodotto di un vettore per un numero reale  
 

ഥࢇ	ࢉ  <7.1.2/6> = ,ࢇࢉ) ,ࢇࢉ … ,  (ࢇࢉ
 

• Somma di due vettori (con stessa o diversa direzione) 
 

<7.1.2/7>  ൫ࢇഥ + ഥ൯࢈ = ࢇ) + ,࢈ ࢇ + ,࢈ … , ࢇ +  (࢈
 

Esempi: Operazione su vettori 
 2 ∙ (1, 0, −2) = (2, 0, −4) 

 (1, 0, −2) + (−2,3,2) = (−1,3, 0) 
 

• Prodotto scalare di due vettori  
 

ഥࢇ <7.1.2/8> ∙ ഥ࢈ = ࢈ࢇ =
ୀ ࢈ࢇ + ࢈ࢇ + ⋯+  ࢈ࢇ
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Esempi: Prodotti scalari di due vettori  
ഥࢇ  = (1,0, ഥ࢈(2− = (3,−1,2)ൠ ⇒ ഥࢇ	 ∙ ഥ࢈ = ܾܽଷ

ୀଵ = −1 

ഥࢇ = (1,0, ഥ࢈(2− = (0,1,0)				ൠ ⇒ ഥࢇ	 ∙ ഥ࢈ = ܾܽଷ
ୀଵ = 0 

ഥࢇ  = (1,0, −2) 	⇒ ഥࢇ	 ∙ ഥࢇ = ܽଶଷ
ୀଵ = 5 

 

 

• Combinazione lineare di vettori 
 

Dati  vettori di uno spazio ࡿ 
 

ഥࢇ <7.1.2/9> = ൫ࢇ, ,ࢇ … , ݆			,			൯ࢇ = 1,2, … , ݊ 
ഥࢇ  = (ܽଵଵ, ܽଶଵ, … , ܽଵ) ࢇഥ = (ܽଵଶ, ܽଶଶ, … , ܽଶ) … ࢇഥ = (ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ) 

ed n numeri reali ࢞ഥ = ,ଵݔ) ,ଶݔ … ,  (ݔ
la combinazione lineare degli n vettori è il vettore definito nel 
modo seguente 

ഥ࢈ <7.1.2/10> = (ܾଵ, ܾଶ, … , ܾ) =ࢇഥ࢞
ୀ = ࢞ഥࢇ + ࢞ഥࢇ + ⋯+  ࢞ഥࢇ
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La relazione vettoriale sopraindicata equivale ad m relazioni 
scalari 

 

<7.1.2/11> ൞ࢇഥ ∙ ഥ࢞ = ࢞ࢇ + ࢞ࢇ + ⋯+ ࢞ࢇ = ഥࢇ					࢈ ∙ ഥ࢞ = ࢞ࢇ + ࢞ࢇ + ⋯+ ࢞ࢇ = ഥࢇ…					࢈ ∙ ഥ࢞ = ࢞ࢇ + ࢞ࢇ + ⋯+ ࢞ࢇ =  ࢈

 
ossia, in modo compatto, 
 

<7.1.2/12> ࢞ࢇ
ୀ = 						࢈ = , , …  ,

 

Esempio:  Combinazione lineare  di vettori 
ഥࢇ  = ഥࢇ			,		(3,2,1,0) = (2,0, ഥࢇ			,		(3,1− = (−1,3,0, −1) 

ഥ࢞  = (2,3,5) 
ଵݔഥࢇ  + ଶݔഥࢇ + ଷݔഥࢇ =  ഥ࢈
 

൞3 ∙ 2 + 2 ∙ 3 − 1 ∙ 5 = 7 = ܾଵ			2 ∙ 2 + 0 ∙ 3 + 3 ∙ 5 = 19 = ܾଶ	1 ∙ 2 − 3 ∙ 3 + 0 ∙ 5 = −7 = ܾଷ0 ∙ 2 + 1 ∙ 3 − 1 ∙ 5 = −2 = ܾସ 	⇒ ഥ࢈	 ≡ (7,19,−7,−2) 
 

Il problema inverso relativo alla combinazione lineare di vettori 
è il seguente:  

• supponendo noti gli n vettori assegnati e l’ulteriore  vettore, 
risultato della combinazione lineare, 
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   ቊࢇഥ = ൫ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ൯			,			݆ = 1,2, … , ഥ࢈݊ = (ܾଵ, ܾଶ, … , ܾ)																																						 
 

il problema consiste nell’accertare l’esistenza degli n numeri 
reali (e l’eventuale loro ricerca) che soddisfino la relazione 
vettoriale (e quindi il sistema delle equivalenti relazioni scalari) 
ഥ࢞  = ,ଵݔ) ,ଶݔ … ,  (ݔ

 
Operando in questo modo, l’insieme delle relazioni scalari 
rappresenta il sistema di m equazioni lineari, in cui gli n numeri 
reali rappresentano le incognite, le componenti dei vettori 
rappresentano rispettivamente i coefficienti delle incognite e i 
termini noti. 
 
Esempio:  Risoluzione del problema inverso 

ഥࢇ  = (1,2,3, ഥࢇ			,		(1− = ഥࢇ			,		(1,1−,1−,2) = (−1,2,3, −1) 
ഥ࢈  = (2,9, −2,1) 

ଵݔഥࢇ  + ଶݔഥࢇ + ଷݔഥࢇ =  ഥ࢈
 

൞ݔଵ + ଶݔ2 − ଷݔ = ଵݔ2						2 − ଶݔ + ଷݔ2 = ଵݔ3			9 − ଶݔ + ଷݔ3 = ଵݔ−2− + ଶݔ − ଷݔ = 1					 	⇒ ഥ࢞	 ≡ (−5,11,15) 
 

• Spazio vettoriale	ࡿ 
 

L’insieme dei vettori di	ࡿ costituisce uno spazio vettoriale se: 
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• tra i vettori è definita l’operazione di somma, ovvero la 
somma di elementi/vettori dell’insieme è ancora un 
elemento/ vettore dell’insieme: si dice che l’insieme di 
vettori è chiuso rispetto a tale operazione  

 

• il vettore nullo appartiene all’insieme  
 

• ogni vettore ammette opposto 
 

• l’insieme dei vettori è chiuso rispetto ad una definita 
operazione di prodotto tra vettori e numeri reali ovvero ogni 
combinazione lineare di vettori è ancora un vettore 
appartenente all’insieme  

 
La dimensione di uno spazio vettoriale è data dal numero delle 
componenti dei suoi elementi/vettori 

 
 

7.1.3 - Dipendenza e indipendenza lineare di vettori 
 

Dati  vettori di uno spazio ࡿ  ed  numeri reali e considerata 
l’equazione vettoriale relativa alla loro combinazione lineare 
uguagliata al vettore nullo  

<7.1.3/1> ࢇഥ࢞
ୀ = ഥ 

equivalente al sistema di equazioni scalari 
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<7.1.3/2> ൞ࢇഥ ∙ ഥ࢞ = ࢞ࢇ + ࢞ࢇ + ⋯+ ࢞ࢇ = 					ࢇഥ ∙ ഥ࢞ = ࢞ࢇ + ࢞ࢇ + ⋯+ ࢞ࢇ = 					− − − − − ഥࢇ−−−−−−−−−− ∙ ഥ࢞ = ࢞ࢇ + ࢞ࢇ +⋯+ ࢞ࢇ =   

 

se l’equazione vettoriale è verificata soltanto dal vettore nullo, 
gli n vettori risultano linearmente indipendenti 

se l’equazione vettoriale è verificata anche da vettori diversi da 
quello nullo, gli n vettori risultano linearmente dipendenti e 
almeno uno di essi è esprimibile come combinazione lineare 
degli altri n-1 vettori  

<7.1.3/3> ࢇഥ࢞
ୀ = ഥ,			࢞ ≠  ⟹ ഥࢇ = −ࢇഥ ࢞࢞

ஷୀ  

Nota: Il vettore nullo (singolarmente considerato) è linearmente 
dipendente ഥ	ݔଵ = ഥ	ܽ݊ܿℎ݁	݁ݏ		ݔଵ ≠ 0 
 

Nota: n vettori, comprendenti il vettore nullo, sono linearmente 
dipendenti 

ഥ	ݔ +ࢇഥݔ
ஷୀ

= ഥ		ܽ݊ܿℎ݁	݁ݏ			ݔ ≠ 0 

In uno spazio vettoriale di dimensione 	 ci sono al massimo 	 
vettori linearmente indipendenti. 
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Una base (una e non la base, in quanto essa non è unica), di 

uno spazio vettoriale di dimensione	 è un insieme di vettori 
linearmente indipendenti (detti generatori): tale ultima 
proprietà indica che ogni (altro) vettore dello spazio può essere  
ottenuto come combinazione lineare dei vettori della base: una 
base di uno spazio vettoriale è costituita da un numero di vettori 
linearmente indipendenti esattamente pari alla dimensione 
dello spazio.  

Un numero di vettori inferiore a 	  può comunque generare un 
suo sottospazio vettoriale, mentre un numero di vettori 

superiore a 	 può generare tutto lo spazio, ma tali vettori non 
possono essere linearmente indipendenti. 

Esempio: Lineare dipendenza/indipendenza di vettori 
I tre versori (vettori unitari, con una sola componente unitaria e 
le altre componenti nulle, di modulo uno) sono linearmente 
indipendenti: 
തࢋ  ≡ തࢋ			,		(1,0,0) ≡ തࢋ			,		(0,1,0) ≡ (0,0,1) 
 ࢋതݔ

ୀ = ഥ			݈ݏ	݁ݏ				ݔ̅ = 0ത 

 

I tre vettori dell’esempio di cui sopra costituiscono una base 
canonica per uno spazio vettoriale di dimensione 3 
 
Esempi: Spazi vettoriali reali 

dimensione 1:  la retta 	ℝ 
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dimensione 2:  il piano cartesiano 	ℝ 

dimensione 3:  lo spazio 	ℝ 

.... dimensione n:  lo spazio 	ℝ 
 
Esempio: I tre vettori seguenti sono linearmente dipendenti 
ഥࢇ  = ഥࢇ			,		(2,3,5) = ഥࢇ			,		(1,2,3−) = (3,1,2) 
 

infatti  ࢇഥݔ
ୀ = ഥ			ܽ݊ܿℎ݁	ݎ݁		࢞ഥ = (1,−1,−1) 

 1 ∙ തܽଵ − 1 ∙ തܽଶ − 1 ∙ തܽଷ = 0ത 	⇒ 	 തܽଵ = തܽଶ + തܽଷ 
 (2,3,5) = (−1,2,3) + (3,1,2) 

 
7.1.4 - Rango di un insieme di vettori 
 

Dati	 vettori di uno spazio ࡿ , il rango  dell’insieme di tali 
vettori corrisponde al massimo numero di vettori linearmente 
indipendenti estraibili dall’insieme.

 
p = n    gli n vettori sono linearmente indipendenti 

p < n gli n vettori sono linearmente dipendenti, esiste però una 
p-pla di vettori linearmente indipendenti (base dello 
spazio di dimensione p), tramite i quali è possibile 
esprimere, come combinazione lineare, ognuno degli 
ulteriori n-p vettori dell’insieme. L’insieme dei vettori 
della base individuano uno spazio Sp (sottospazio di Sm) 
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,ณ <7.2.1/1> = (,) = × = ൮ ࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … …ࢇ … … ࢇ… ࢇ …  ൲ࢇ

 

Esempio:  Matrice 

ณ, = (,) = × = ۈۉ
				1ۇ 0			 2	3 −1			 74			 	0		 	07 				8	 		90 −2 ۋی3		

ۊ
 

 

Una matrice può essere considerata un vettore (colonna) di 
vettori (riga) 

 

,ณ <7.2.1/2> = ൮ 		ࢇ) ࢇ … 			ࢇ)(ࢇ ࢇ … 			…)(ࢇ		 			…		 	…		 ࢇ)(…		 ࢇ … ൲(ࢇ = ቌࢇഥࢇഥ…ࢇഥቍ 

 

Una matrice può essere considerata un vettore (riga) di 
vettori (colonna)  

 

<7.2.1/3> 

,ณ = ൮ቌࢇࢇ…ࢇቍቌ
ቍቆࢇ…ࢇࢇ

…………ቇቌ
ቍ൲ࢇ…ࢇࢇ = ഥࢇ) ഥࢇ …  (ഥࢇ

 

Una matrice risulta quadrata se  =  
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,ณ <7.2.1/4> = ൮ࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … …ࢇ … … ࢇ… ࢇ …  ൲ࢇ

 
Data una matrice quadrata, le due diagonali rispettivamente 
principale e secondaria sono  

 

<7.2.1/5> ൮ࢇ …ࢇ ൮			,			൲ࢇ
ࢇ…ିࢇࢇ ൲ 

 

Una matrice è detta nulla, se  i suoi elementi sono tutti nulli 
 

,ณࢹ <7.2.1/6> = ቌ   …   … … … … …  …  ቍ 

 

Una matrice quadrata è simmetrica, se gli elementi simmetrici 
rispetto alla diagonale principale risultano uguali 

 

,ณ <7.2.1/7> = ൮ࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … …ࢇ … … ࢇ… ࢇ …  ൲ࢇ
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Esempio: Matrice simmetrica 
 

ณ, = ቌ 			3 	2 −5 		0			2 	0 			3 			4	−5 	3 			9 −1					0 	4 −1 −1ቍ 

Nota: Una matrice quadrata nulla risulta  simmetrica 
 

Una matrice quadrata è triangolare superiore, se gli elementi 
al di sotto della diagonale principale sono nulli 

 

,ณ <7.2.1/8> = ൮ࢇ ࢇ … 			ࢇ ࢇ … 		ࢇ 					 …			 …				 					  ࢇ	 ൲ 

 
Esempio: Matrice triangolare  superiore 
 

ณ, = ൮3		 		2 −5 		00			 	0 			3 			40				 0 			9 −10 				0 			0 −1൲ 

 

Una matrice quadrata è triangolare inferiore, se gli elementi 
al di sopra della diagonale principale sono nulli 

 

,ณ <7.2.1/9> = ൮ 					ࢇ  		 		ࢇ			 ࢇ 		 		… 						… 	… 					ࢇ ࢇ		 …  ൲ࢇ



Matematica per i corsi di Economia                                                                                                     Algebra Lineare 

501 
 

 
Esempio: Matrice triangolare  inferiore 
 

ณ, = ቌ 3 			0 					0 			02			 0 					0	 			05			 3			 		9				 0	0 			4 		−1 −1ቍ 

 

Una matrice quadrata è diagonale, se gli elementi al di fuori 
della diagonale principale sono nulli 

 

,ณ <7.2.1/10> = ൮ 						ࢇ  		 									 ࢇ				 					 								 						 			… 																 						 					  ൲ࢇ	

 
Esempio: Matrice diagonale 
ณ,  = ቌ3		 	0 					0 			00			 0 					0	 			00		 	0			 		9				 00 			0 					0 −1ቍ 

 

Nota: Una matrice diagonale risulta triangolare superiore,  
triangolare inferiore e simmetrica  

Nota: Una matrice quadrata nulla è diagonale   
 

Una matrice quadrata è scalare, se è diagonale, con gli 
elementi della diagonale principale tutti uguali tra loro 
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,ณ <7.2.1/10> = ൮ 	ࢇ  		 			 	ࢇ 			 		 					 … 				 					 			  ൲ࢇ

 

Esempio:  Matrice scalare 
ณ,  = ቌ3		 	0 					0 			00			 3 					0	 			00		 	0			 		3				 00 			0 					0 				3ቍ 

 

Nota: Una matrice scalare risulta triangolare superiore,  
triangolare inferiore e simmetrica  

Nota: Una matrice quadrata nulla è scalare   	
Una matrice quadrata è unità, se è scalare, con gli elementi 
della diagonale principale tutti pari ad  
 

,ณࡵ <7.2.1/11> = ቌ		 	 						 						  						 				 				 		…				  							  				ቍ 

 

Esempio:  Matrici unità 
ณ,ࡵ  = ൭1 0 00 1 00 0 1൱,			 ณ,ࡵ = ቀ1 00 1ቁ,			 ณ,ࡵ = (1) 
 

Nota: Una matrice unità risulta triangolare superiore,  
triangolare inferiore e simmetrica  



Matematica per i corsi di Economia                                                                                                     Algebra Lineare 

503 
 

 

7.2.2 - Operazioni su matrici  
 

La matrice trasposta di una matrice si ottiene scambiando tra 
loro le righe con le colonne e viceversa 

 

,ดࢀ <7.2.2/1> = ൮ࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … …ࢇ … … ࢇ… ࢇ …  ൲ࢇ

 

Esempio: Matrice trasposta 

ณ, = ൭1		 2	 	3	 		45		 6	 	7	 		89 10 11 12൱ 	⇒ ด,ࢀ	 = ൮1 5		 92 6 103 7 114 8 12൲ 

Nota: Se, per una matrice quadrata, risulta 
,ณ  =  ,ดࢀ

 

significa che la matrice originaria è una matrice simmetrica  
 

Nota: La trasposizione gode della proprietà involutoria 

,ณ = ቆࢀด,ቇࢀ 

 

Somma di matrici (coerenti,  aventi cioè le stesse dimensioni)  
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<7.2.2/2> 

,ณ  = ,ณ + ,ณ = ൮ ࢇ + ࢈ ࢇ + ࢈ … ࢇ + ࢇ࢈ + ࢈ ࢇ + ࢈ … ࢇ + 																		…࢈ …													 		…	 ࢇ…															 + ࢈ ࢇ + ࢈ … ࢇ +  ൲࢈

 

Esempio: Somma di matrici 
 ቀ1 3 52 4 6ቁ + ቀ1 −2 −34 −5 −6ቁ = ቀ2 			1 26 −1 0ቁ 

Nota: La somma matriciale è commutativa e gode della 
proprietà di assorbimento della matrice nulla coerente ณ, + ,ณ = ,ณ + 			,			,ณ ,ณ = ,ณ + ,ณࢹ = ,ณࢹ +  ,ณ

 
 

Prodotto di matrici (righe x colonne) (coerenza = numero 
delle colonne della prima matrice = numero delle righe della 
seconda matrice) 

 

<7.2.2/3> 

,ณ = ࢙,ณ ∙ ,࢙ณ =
ۈۉ
ۈۈۈ
ۇۈۈ ࢇ࢘࢈࢙࢘

ୀ࢘ ࢇ࢘࢈࢙࢘
ୀ࢘ … ࢇ࢙࢘࢈࢘

࢙࢘࢈࢘ࢇୀ࢘
ୀ࢘ ࢇ࢘࢈࢙࢘

ୀ࢘ … ࢇ࢙࢘࢈࢘
																		…ୀ࢘ …													 		…	 															…࢘࢈࢘ࢇ࢙

ୀ࢘ ࢘࢈࢘ࢇ࢙
ୀ࢘ … ࢙࢘࢈࢘ࢇ

ୀ࢘ ۋی
ۋۋۋ
ۊۋۋ
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Esempio: Prodotto di matrici 
 

൭ 	1		 2 3 4−2		 0 1 0						0 −3 1 2			൱ ∙ ቌ
			1 		0			2 −1			0		 	3−1		 	0ቍ = ൭			1 7−2 3−8 6൱ 

 

Nota:   Altri possibili prodotti di matrici (con le relative coerenze 
delle dimensioni delle due matrici):  

prodotto righe  x  righe 

prodotto colonne  x  righe 

prodotto colonne  x  colonne 
 

Nota: Il prodotto matriciale non è commutativo per:  
 

(a) non coerenza delle dimensioni,  
(b) diversità delle dimensioni,  
(c)  diversità degli elementi della matrice risultato 

Esempio (a): 
ณ,  ∙ ณ, = 				,			ณ, ณ, ∙ ࢇࢠࢋ࢘ࢋࢉ	ณ,ᇣᇤᇥ

 

Esempio (b): 
ณ,  ∙ ณ, = 				,	ณ, ณ, ∙ ณ, =  ณ,ࡰ

 ቀ1 0 34 5 0ቁ ∙ ൭0 12 34 0൱ = ቀ12 	110 19ቁ 
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൭0 12 34 0൱ ∙ ቀ1 0 34 5 0ቁ = ൭ 4 5 014 15 64 0 12൱
  

Esempio (c): 
ณ,  ∙ ณ, = 				,	ณ, ณ, ∙ ณ, =  ณ,ࡰ

 ቀ1 00 3ቁ ∙ ቀ0 24 0ቁ = ቀ 0 212 0ቁ ቀ0 24 0ቁ ∙ ቀ1 00 3ቁ = ቀ0 64 0ቁ 
 

Nota: Il prodotto matriciale è commutativo, se una delle due 
matrici è una coerente matrice unità ณ, ∙ ,ณࡵ = ,ณࡵ ∙ ,ณ =  ,ณ

 

Nota: Il prodotto matriciale inverte l’ordine per trasposizione ( ࢙,ณ ∙ ,ณᇣᇤᇥ,࢙ณ
ࢀ( = ࢙,ดࢀ ∙ ,ดࢀᇣᇧᇤᇧᇥ,࢙ดࢀ

			,			 ࢙,ณ ∙ ,ณᇣᇤᇥ,࢙ณ
= ࢙,ดࢀ) ∙ ,ดࢀᇣᇧᇤᇧᇥ,࢙ดࢀ

 ࢀ(

 

7.2.3 – Determinante di una matrice quadrata  
 

Il determinante è una funzione che associa ad una matrice 
quadrata un numero reale, detto esso stesso determinante 
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• Definizione algoritmica di determinante (di Leibnitz): 
somma degli ݊! prodotti di ݊ elementi, scelti uno da ogni riga 
e uno da ogni colonna, con attribuzione del proprio segno o 
del segno opposto a seconda che la permutazione dei secondi 
indici sia di classe pari oppure di classe dispari rispetto alla 
permutazione (base) dei primi indici 

 

,ด|| <7.2.3/1> = ࢚ࢋࢊ ቆ ቇ,ณ = ተࢇ ࢇ … ࢇ	ࢇ ࢇ … …ࢇ … … ࢇ… ࢇ … ተࢇ = 

= (−1)ቀೖ()ቁ!
ୀଵ ෑ ܽೖೕ

ୀଵ  

• Determinante del secondo ordine  
 

ด,|| <7.2.3/2> = ቚࢇ ࢇࢇ ቚࢇ = (−)ࢉቀࡼ()ቁ
ୀ ࢇࢇ = 

݅ܿ݅݀݊݅	݅݉݅ݎܲ  ݅ܿ݅݀݊݅	݅݀݊ܿ݁ܵ 1݁ݏݏ݈ܽܥ 21 2 1 22 1 01  

 = (−)ࢇࢇ + (−)ࢇࢇ = ࢇࢇ  ࢇࢇ	−
 

Esempio: Determinante del secondo ordine 
ด,||  = ቚ1 2	3 4ቚ = 1 ∙ 4 − 2 ∙ 3 = 4 − 6 = −2 
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• Determinante del terzo ordine  
 

<7.2.3/3> 

ด,|| = อࢇ ࢇ ࢇࢇ ࢇ ࢇࢇ ࢇ อࢇ = (−)ࢉቀࡼ()ቁ
ୀ ࢇࢇࢇ = 

݅ܿ݅݀݊݅	݅݉݅ݎܲ  ݅ܿ݅݀݊݅	݅݀݊ܿ݁ܵ 1݁ݏݏ݈ܽܥ 2 31 2 31 2 31 2 31 2 31 2 3
1 2 31 3 22 1 32 3 13 1 23 2 1

011223
 

 = (−)ࢇࢇࢇ + (−)ࢇࢇࢇ + 				+(−)ࢇࢇࢇ + (−)ࢇࢇࢇ + 				+(−)ࢇࢇࢇ + (−)ࢇࢇࢇ = = ࢇࢇࢇ ࢇࢇࢇ	− − ࢇࢇࢇ ࢇࢇࢇ+				 + ࢇࢇࢇ	+ −  ࢇࢇࢇ
 

Esempio: Determinante del terzo ordine ||ด, = อ1 2 3	2 3 1	3 2 1อ = 1 ∙ 3 ∙ 1 − 1 ∙ 1 ∙ 2 − 2 ∙ 2 ∙ 1 + 2 ∙ 1 ∙ 3 + 

+3 ∙ 2 ∙ 2 − 3 ∙ 3 ∙ 3 = 3 − 2 − 4 + 6 + 12 − 27 = −12 
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Per il calcolo del determinante del terzo ordine, e solo per 
quello,  è possibile utilizzare la cosiddetta Regola di Sarrus 
 

<7.2.3/4> 

ด,|| = อࢇ ࢇ ࢇࢇ ࢇ ࢇ	ࢇ ࢇ ࢇ อ ࢇ ࢇࢇ ࢇࢇ ࢇ = 

 = ࢇࢇࢇ + ࢇࢇࢇ + ࢇࢇࢇ + 
ࢇࢇࢇ−  − ࢇࢇࢇ −  ࢇࢇࢇ
 

Esempio: Determinante del terzo ordine 
ด,||  = อ1 2 32 3 1	3 2 1อ 1 22 33 2 = 3 + 6 + 12 − 27 − 2 − 4 = −12 

 

Il determinante di una matrice quadrata nulla è nullo  

,ด|ࢹ|  <7.2.3/5> = 	 
 

Il determinante di una matrice triangolare (sia superiore che 
inferiore) oppure diagonale è pari al prodotto degli elementi 
della diagonale principale  
 

,ด||  <7.2.3/6> =ෑࢇ
ୀ = ࢇ ∙ ࢇ ∙ …	∙  ࢇ
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Esempio: Determinante di una matrice diagonale 
ด,||  = อ5 0 00 3 0	0 0 1อ = 5 ∙ 3 ∙ 1 = 15	 

 

Il determinante di una matrice scalare è pari alla potenza n-
sima dell’elemento costante della diagonale principale  

 

,ด||  <7.2.3/7> =ෑࢇ
ୀ = ࢇ  

 

Esempio: Determinante di una matrice scalare 
ด,||  = อ3 0 00 3 00 0 3อ = 3ଷ = 27	 

 

Il determinante di una matrice unità è pari ad  
 

,ด|ࡵ|   <7.2.3/8> =  =  

 

Esempio: Determinante di una matrice unità 
ด,|ࡵ|  = อ1 0 00 1 00 0 1อ = 1ଷ = 1	 
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Il determinante di una matrice quadrata trasposta coincide 
con il determinante della matrice data  
 

,ด||   <7.2.3/9> = หࢀหถ,  

 

Esempio: Determinante di una matrice trasposta 
 อ1 2 35 3 00 1 1อᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ||ด,

= อ1 5 02 3 13 0 1อᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ|ࢀ|ถ,
= 5	 

 
 

Un determinante risulta nullo se gli elementi di una linea (riga 
o colonna) della matrice sono tutti nulli (infatti ogni termine 
della somma dello sviluppo del determinante comprende un 
elemento di tale linea)  

Esempio: Determinante con linea (riga o colonna) nulla 
 อ1 2 30 0 09 1 1อ = อ1 5 02 3 03 0 0อ = 0 

 

Un determinante cambia segno se si scambiano tra loro due 
linee parallele (due righe oppure due colonne) 

 
Esempio: Scambio tra prima e terza colonna del determinante 
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อ1 2 32 3 13 2 1อ = −12			,			 อ3 2 11 3 21 2 3อ = 12 

 

Un determinante risulta nullo se due linee parallele (righe 
oppure colonne) della matrice sono uguali (scambiando le due 
linee uguali, il determinante dovrebbe al tempo stesso rimanere 
inalterato e cambiare segno) 
 

,ด||  <7.2.3/10> = − ,ด|| 	⇒ 	 ,ด|| =  

 

Esempio: Determinante con due colonne uguali 
 อ1 2 12 3 23 2 3อ = 0 

 

Se si moltiplica una linea (riga oppure colonna) di una matrice 
per un numero reale, il determinante risulta moltiplicato per 
tale numero reale, mentre se si moltiplicano tutti gli elementi 
della matrice per tale numero reale, il determinante risulta 
moltiplicato per l’n-ma potenza di tale numero 
 

<7.2.3/11> 

ተࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … …ࢇ … … ࢇ… ࢇ … ተࢇ =  ∙ ተࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … …ࢇ … … ࢇ… ࢇ …  ተࢇ
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ተࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … …ࢇ … … ࢇ… ࢇ … ተࢇ =  ∙ ተࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … …ࢇ … … ࢇ… ࢇ …  ተࢇ
 

Un determinante risulta nullo se due linee parallele (righe o 
colonne) della matrice sono proporzionali (moltiplicando una 
delle due linee per un opportuno numero reale è possibile 
ottenere una matrice con due linee parallele uguali, il cui  
determinante risulta nullo). 

 

Esempio: Determinante con due colonne proporzionali 
 อ1 2 −22 3 −43 2 −6อ = 0 

 

Se gli elementi di una linea (riga o colonna) di una matrice sono 
somme di due addendi, il determinante equivale alla somma di 
due determinanti con gli stessi elementi delle ulteriori linee e 
con la linea interessata composta rispettivamente dai primi o 
dai secondi addendi delle somme 
 

<7.2.3/11> 

ተࢇ + ࢈ ࢇ … ࢇࢇ + ࢈ ࢇ … 								…ࢇ …	 									…	 ࢇ…				 + ࢈ ࢇ … ተࢇ = 
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= ተࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … 				…ࢇ …	 	…	 ࢇ…	 ࢇ … ተࢇ + ተ࢈ ࢇ … ࢈ࢇ ࢇ … 		…ࢇ …	 	…	 ࢈… ࢇ …  ተࢇ
 

Se agli elementi di una linea (riga o colonna) di una matrice si 
aggiungono gli elementi di una linea parallela moltiplicati per 
un numero reale, il determinante non cambia 
 

<7.2.3/12> 

ተተࢇ + ࢇ ࢇ … ࢇࢇ + ࢇ ࢇ … 								…ࢇ …	 									…	 ࢇ…				 + ࢇ ࢇ … ተተࢇ = 

 

= ተࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … 				…ࢇ …	 	…	 ࢇ…	 ࢇ … ተࢇ +  ∙ ተࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … 				…ࢇ …	 	…	 ࢇ…	 ࢇ …  ተࢇ
operando in questo modo, è possibile modificare una matrice, 
senza modificarne il relativo determinante.  

 
Esempio: Metodo di triangolarizzazione di Gauss 
ด,||  = อ1 2 32 3 13 2 1อ = −12 

ܽ݃݅ݎ^2  − 	ܽ݃݅ݎ^3 ⇒ 	 อ			1 2 3−1 1 0			3 2 1อ = −12 
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ܽ݃݅ݎ	^1  − ×)ܽ݃݅ݎ^3 3) ⇒ อ−8 −4 0−1 			1 0			3 			2 1อ = −12 

݈ܿ	^2  − ݈ܿ^1 ൬× 12൰ 	⇒ 			 อ−8 0 0−1 1.5 0			3 0.5 1อ = −12 

 

Data una matrice quadrata di ordine n, si definisce minore 
complementare di un assegnato elemento  

݇			,	ࢇ  = 1,2, … , ݊			,			݆ = 1,2, … , ݊ 
 

il determinante della sottomatrice quadrata di ordine n-1, 
ottenuta dalla matrice data sopprimendo gli elementi della k-
sima riga e della j-sima colonna 
 

<7.2.3/13> 

ห(,)หᇣᇤᇥି,ି = ተ
ተ ࢇ … …ି,ࢇ … ,ିࢇ… … ି,ିࢇ ା,ࢇ … …,ࢇ … ି,ିࢇ… … ା,ࢇ,ିࢇ … …ି,ାࢇ … ,ࢇ… … ି,ࢇ ା,ାࢇ … …,ାࢇ … ା,ࢇ… … ,ࢇ ተ

ተ
 

 ݇ = 1,2, … , ݊	,			݆ = 1,2, … , ݊ 
 

Il complemento algebrico relativo al sopracitato elemento è 
uguale al minore complementare con attribuzione del proprio 
segno o del segno opposto, a seconda che la somma degli indici 
dell’elemento risulti pari oppure dispari 
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<7.2.3/14> ห(,)หᇣᇤᇥି,ି = (−)ା ห(,)หᇣᇤᇥି,ି			,			൜݇ = 1,2, … , ݊	݆ = 1,2, … , ݊ 

 

Primo Teorema di Laplace = il determinante di una matrice 
quadrata è pari alla somma dei prodotti degli elementi di una 
linea (riga o colonna) per i rispettivi complementi algebrici 

 

<7.2.3/15> 

,ด|| = ۔ۖەۖ
ࢇۓ
ୀ ห(,)หᇣᇤᇥି,ି 	,			݇ = 1,2, … , ݊
ࢇ
ୀ ห(,)หᇣᇤᇥି,ି 	,			݆ = 1,2, … , ݊  

 

Esempi: Primo Teorema di Laplace 

• sviluppo secondo la prima riga 
ด,||  = อ1 2 32 3 13 2 1อ = 1 ∙ ቚ3 12 1ቚ − 2 ∙ ቚ2 13 1ቚ + 3 ∙ ቚ2 33 2	ቚ = 

 = 1 ∙ 1 − 2 ∙ (−1) + 3 ∙ (−5) = 1 + 2 − 15 = −12 

• sviluppo secondo la seconda colonna 
ด,||  = อ1 2 32 3 13 2 1อ = −2 ∙ ቚ2 13 1ቚ + 3 ∙ ቚ1 33 1ቚ − 2 ∙ ቚ1 32 1ቚ = 
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 = −2 ∙ (−1) + 3 ∙ (−8) − 2 ∙ (−5) = 2 − 24 + 10 = −12 

• seconda riga – terza riga, prima colonna + seconda 
colonna, sviluppo secondo la seconda riga 

ด,||  = อ1 2 32 3 13 2 1อ = อ			1 2 3−1 1 0			3 2 1อ = อ3 2 30 1 05 2 1อ = 
 = 1 ∙ ቚ3 35 1ቚ = 1 ∙ (−12) = −12 
 

Secondo Teorema di Laplace = la somma dei prodotti degli 
elementi di una linea (riga oppure colonna) per i complementi 
algebrici di una linea parallela è uguale a zero 
 

<7.2.3/16> 

 =
۔ۖەۖ
ࢇۓ
ୀ ห(,ࢎ)หᇣᇤᇥି,ି 	,			݇ = 1,2, … , ݊			,			ℎ ≠ ݇
ࢇ
ୀ ห(ࢎ,)หᇣᇧᇤᇧᇥି,ି 	,			݆ = 1,2, … , ݊			,			ℎ ≠ ݆  

 
 

7.2.4 – Caratteristica di una matrice 
 

Un minore di ordine  di una matrice (di  righe ed  colonne) 
è il determinante della sottomatrice formata con gli elementi 
appartenenti a  righe e  colonne della matrice data, essendo 1 ≤ ݇ ≤ ݉݅݊(݉, ݊) 
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Esempio: Minore di ordine 2 di una matrice 

ณ, = ۈۉ
		1ۇ 0 23 −1 74			 0 07			 8 90 −2 ۋی3

					,			ۊ ห[,;,]หᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ, = ቚ3 77 9ቚ = −22 

 
Il numero di minori estraibili da una matrice risulta  

<7.2.4/1>  ቀቁቀቁ(,)
ୀ

 Esempio: Numero dei minori 

 ቀ5݇ቁ ቀ3݇ቁ(ହ,ଷ)
ୀଵ = ቀ51ቁ ቀ31ቁᇣᇧᇤᇧᇥଵହ + ቀ52ቁ ቀ32ቁᇣᇧᇤᇧᇥଷ + ቀ53ቁ ቀ33ቁᇣᇧᇤᇧᇥଵ = 55 

 

La caratteristica pA di una matrice A è il massimo ordine dei 
minori non nulli 

<7.2.4/2>    ≤  ≤  (,)
 
Esempio: Caratteristica di una matrice  

ณ, = ൭1 2 3 43 6 0 12 4 6 8൱ 
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อ1 2 33 6 02 4 6อ = อ1 2 43 6 12 4 8อ = อ1 3 43 0 12 6 8อ = อ2 3 46 0 14 6 8อ = 0 

ቚ1 23 6ቚ = 0			,				 ቚ1 33 0ቚ = −9		 ⇒ 	 = 2	 
 

Esempio: Calcolo della caratteristica di una matrice al variare 
del parametro s 

ณଷ,ଷ = ൭ݏଶ 1 11 1 11 1  ൱ݏ

ด,|| = อݏଶ 1 11 1 11 1 อݏ = อݏଶ − 1 0 01 1 10 0 ݏ − 1อ = 

= ଶݏ) − 1) ∙ ቚ1 10 ݏ − 1ቚ = ݏ) + 1) ∙ ݏ) − 1)ଶ 

ەۖۖ
۔ۖ
ݏۓۖ ≠ ±1 ⇒ ด,|| ≠ 0 ⇒  = 3																																																														
ݏ = −1 ⇒ ด,|| = อ1 1 		11 1 		11 1 −1อ = 0, ቚ1 11 −1ቚ = −2 ⇒  = 2				
ݏ = 1 ⇒ ด,|| = อ1 1 11 1 11 1 1อ = 0	, ቚ1 11 1ቚ = 0, |1| = 1	 ⇒  = 1

 

 

Dati  vettori di uno spazio ࡿ aventi rango , la matrice (di  
righe ed   colonne), costituita con le componenti dei vettori 
(colonna), ha caratteristica pari a  . Quindi, per conoscere il 
rango di un insieme di vettori è sufficiente calcolare la 
caratteristica della matrice corrispondente. 
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Poiché la caratteristica di una matrice non cambia se alla 
matrice stessa si aggiunge una colonna nulla o tale che sia 
combinazione lineare delle altre colonne (in caso contrario, la 
caratteristica aumenta di un’unità), corrispondentemente il 
rango di un insieme di vettori non cambia se all’insieme stesso 
si aggiunge il vettore nullo o un vettore che sia combinazione 
lineare degli altri vettori (in caso contrario, il rango aumenta di 
un’unità). 

Esempio: Uguaglianza/aumento della caratteristica di una 
matrice  

ณ, = ൭1 2 3 43 6 0 12 4 6 8൱ 								⇒ 	 = 2		 
ณ, = ൭1 2 3 4 03 6 0 1 02 4 6 8 0൱ 	⇒ 	 = 2 

ณ, = ൭1 2 3 4 33 6 0 1 92 4 6 8 6൱ 	⇒ 	 = 2 

ณ,ࡰ = ൭1 2 3 4 03 6 0 1 02 4 6 8 1൱ 	⇒ 	 = 3 

 

Teorema di Kronecker  (noto anche come “dei minori orlati”) 

Una matrice di ordine qualsiasi ha caratteristica uguale a k se e 
solo se tutti i minori di ordine k+1 contenenti uno stesso minore o 
costruiti attorno (“orlando”) ad uno stesso minore di ordine k 
risultano singolari (nulli). 
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L’importanza del Teorema dei minori orlati risiede nel fatto di 
dover controllare, ai fini dell’individuazione della caratteristica 
di una matrice, un minor numero di minori (calcolo di 
determinanti), rispetto alla definizione generale: non occorre, 
cioè, controllare che siano singolari tutti i minori di ordine k+1 
contenuti in una matrice ma solo quelli che orlano un minore di 
ordine k. In particolare, tale metodo facilita molto il calcolo di 
caratteristiche di matrici di ordine maggiore di due o di matrici 
non quadrate. 
 
Esempio: Calcolare la caratteristica della seguente matrice con il 
metodo dei minori orlati ൭  4  11 3 1൱ 

 
Si nota immediatamente che la caratteristica è almeno 1.  Poichè ቚ1 02 1ቚ = 1 ≠ 0 

tale caratteristica è almeno 2. Poiché l’unico minore orlato del 
minore scelto corrisponde al determinante della matrice data che 
risulta pari a 18 ≠ 0	,	 la caratteristica della matrice risulta pari 
a 3.

  
Esempio: Calcolare la caratteristica della seguente matrice con il 
metodo dei minori orlati 	
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൭1 0 4 1 22 1   01 3   0൱		
Per quanto verificato nell’esempio precedente, la matrice data ha 
caratteristica almeno 3 (basta scegliere lo stesso minore di 
ordine 2 e orlarlo nel modo indicato). Essendo composta di tre 
righe, la matrice può avere al massimo caratteristica 3 e quindi 
la sua caratteristica non può essere che 3.

 
Supponendo ora di non disporre delle informazioni dell’esempio 
precedente, applichiamo il metodo  di Kronecker iniziando da un 
minore non nullo di ordine 2, ad esempio   ቚ1 01 1ቚ = 1 ≠ 0 

Ricordando che affiché la caratteristica della matrice sia 3 è 
sufficiente che almeno un minore di ordine 3 sia non nullo, 
mentre affinché non sia 3 è necessario che tutti i minori di ordine 
3 devono essere nulli,  consideriamo il minore orlato di ordine 3

 อ4 1 21 0 01 1 0อ = 2 ≠ 0 

quindi la caratteristica della matrice è esattamente 3 
 
Esempio: Calcolare la caratteristica della seguente matrice con il 
metodo dei minori orlati 

൮1 0 4 1 22 1 1 0 01 3 1  1 2 0  ൲ 
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Scegliendo un minore di ordine 2 da orlare: ቚ1 02 1ቚ = 1 ≠ 0 

e il conseguente minore orlato อ1 0 01 1 00 2 1อ = 1 ≠ 0 

 

si può dedurre che la caratteristica della matrice è almeno 3 
(operando in questo modo, abbiamo implicitamente controllato 
tutti i minori di ordine 3), mentre se tale minore orlato fosse 
stato nullo, avremmo dovuto orlare il minore di ordine 2 con 
un’altra riga e un’altra colonna per formare un diverso minore di 
ordine 3. Per controllare se la caratteristica della matrice sia 4, si 
deve orlare il minore di ordine 3, precedentemente considerato 
 

ተ0 4 1 21 1 0 03 1 1 02 0 2 1ተ = 4 − 3 = 1 ≠ 0 

e poiché la caratteristica della matrice data può essere al 
massimo 4, si può affermare che la caratteristica cercata è 
esattamente 4, senza dover controllare altri minori orlati di 
ordine 4. 
 
7.2.5 - Matrice inversa 
 
Data una matrice quadrata di ordine  
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,ณ <7.2.5/1> = ൮ࢇ ࢇ … ࢇࢇ ࢇ … …ࢇ … … ࢇ… ࢇ …  ൲ࢇ

 

si definisce matrice aggiunta una matrice quadrata dello 
stesso ordine, i cui elementi sono dati dai  complementi algebrici 
(di ordine n-1)  della matrice data,   

,ഥณ <7.2.5/2> = ۈۉ
ห(,)หۇ ห(,)ห … ห(,)หห(,)ห ห(,)ห … ห(,)ห… 					… …				 …ห(,)ห ห(,)ห … ห(,)หۋی

ۊ
 

Data una matrice quadrata di ordine n non singolare (ossia 
caratterizzata dal determinante diverso da zero), si definisce 
matrice inversa una matrice quadrata dello stesso ordine, i cui 
elementi sono dati dagli elementi della matrice trasposta della 
matrice aggiunta, moltiplicati per il reciproco del determinante 
della matrice data  

 

<7.2.5/3> 

,ตି = ||ด, ⋅ ,ดࢀഥ = ۈۉ
ۈۈۈ
||ห(,)หۇ ห(,)ห|| … ห(,)ห||ห(,)ห|| ห(,)ห|| … ห(,)ห||… 					… …				 …ห(,)ห|| ห(,)ห|| … ห(,)ห|| ۋی

ۋۋۋ
ۊ
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Esempio: Matrice inversa 

ณ, = ൭1 2 32 3 13 2 1൱		,			 ด,|| = อ1 2 32 3 13 2 1อ = −12ถஷ  

 

,ഥณ, = ۈۈۉ
ቚ3			ۇ 12 1ቚ − ቚ2 13 1ቚ 			ቚ2 33 2ቚ− ቚ2 32 1ቚ 				ቚ1 33 1ቚ − ቚ1 23 2ቚ				ቚ2 33 1ቚ − ቚ1 32 1ቚ 				ቚ1 22 3ቚ

ۋۋی	
ۊ = ൭			1 		1 −5			4 −8 			4−7 			5 −1൱ 

ต,ି = 1−12൭ 		1 			4 −7		1 −8 			5−5 			4 −1൱ = ۈۉ
−ۇۈ

112 −13 				 712− 112 				23 − 512				 512 −13 				 ۋی112
 ۊۋ

 

Tra una matrice non singolare di ordine n e la sua matrice 
inversa (anch’essa di ordine n) valgono le seguenti relazioni  
 

,ณ  <7.2.5/3> ∙ ,ตି = ,ตି ∙ ,ณ =  ,ณࡵ

 

La prima relazione AA-1=I può essere verificata, ricordando la 
definizione di prodotto matriciale (righe per colonne), nonché 
i due Teoremi di Laplace. Ovviamente, operando in modo 
analogo può essere verificata la seconda relazione A-1A=I, a 
conferma  della commutatività della relazione precedente. 



Matematica per i corsi di Economia                                                                                                     Algebra Lineare 

526 
 

,ณ ∙ ,ตି = ||ด,
ۈۉ
ۈۈۈ
ܽଵܽଵିଵۇۈۈ
ୀଵ ܽଵܽଶିଵ

ୀଵ … ܽଵܽିଵ
ୀଵܽଶܽଵିଵ

ୀଵ ܽଶܽଶିଵ
ୀଵ … ܽଶܽିଵ

ୀଵ… 					… …				 …ܽܽଵିଵ
ୀଵ ܽܽଶିଵ

ୀଵ … ܽܽିଵ
ୀଵ ۋی

ۋۋۋ
ۊۋۋ = 

= ||ด,
ۈۉ
ۈۈۈ
ܽଵۇۈۈ ห(,࢘)ห||
ୀଵ ܽଵ ห(,࢘)ห||

ୀଵ … ܽଵ ห(࢘,)ห||
ୀଵܽଶ ห(,࢘)ห||

ୀଵ ܽଶ ห(,࢘)ห||
ୀଵ … ܽଶ ห(࢘,)ห||

ୀଵ… 					… …				 …ܽ ห(,࢘)ห||
ୀଵ ܽ ห(,࢘)ห||

ୀଵ … ܽ ห(࢘,)ห||
ୀଵ ۋی

ۋۋۋ
ۊۋۋ = 

= ||ด, = ۈۉ
ۇۈۈ
,ด|| 0 … 00 ,ด|| … 0… … …	 …0			 	0 … ۋی,ด||

ۊۋۋ = ቌ 1			 0 … 00 			1 … 0… … … …	0	 		0 … 1	ቍ =  ,ด|ࡵ|
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Esempio: Prodotto tra una matrice e la sua inversa 

ณ, ∙ ต,ି = ൭1 2 32 3 13 2 1൱ۈۉ
−ۇۈ

112 −13 				 712− 112 				23 − 512				 512 −13 				 ۋی112
ۊۋ = ൭1 0 00 1 00 0 1൱ =  ด,|ࡵ|

ต,ି ∙ ณ, = ۈۉ
−ۇۈ

112 −13 				 712− 112 				23 − 512				 512 −13 				 ۋی112
൭1ۊۋ 2 32 3 13 2 1൱ = ൭1 0 00 1 00 0 1൱ =  ด,|ࡵ|

 

 

7.3 – Sistemi di equazioni lineari  
 
7.3.1 – Compatibilità di un sistema di equazioni lineari 
 
Un sistema di  equazioni lineari in  incognite 
 

<7.3.1/1> ൞ࢇ࢞ + ࢞ࢇ + ⋯+ ࢞ࢇ = ࢞ࢇ				࢈ + ࢞ࢇ + ⋯+ ࢞ࢇ = ࢞ࢇ…………………………………………				࢈ + ࢞ࢇ + ⋯+ ࢞ࢇ =  ࢈

può essere scritto nella forma matriciale equivalente 
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൮ ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ⋯+ ܽଵݔܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ⋯+ ܽଶݔ……………………………………ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ + ⋯+ ܽݔ൲ = ቌܾଵܾଶ…ܾቍ 

 

<7.3.1/2> ൮ ࢇࢇ ࢇࢇࢇ		…		 ࢇࢇ……………………ࢇ		…		 ,ณ൲ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥࢇ		…		
∙ ቌ࢞࢞…࢞ቍᇣᇤᇥ࢞ഥณ,

= ቌ࢈࢈…࢈ቍᇣᇤᇥ࢈ഥณ,
 

 

,ณ ∙ ,ഥณ࢞ = ۔ۖەۖ
ۓ ,ഥณ࢈ ቆ≠ ഥณ,ቇ ,ഥณ݁݊݁݃݉	݊݊	݁ݎ݈ܽ݁݊݅	ܽ݉݁ݐݏ݅ݏ			 ݁݊݁݃݉							݁ݎ݈ܽ݁݊݅	ܽ݉݁ݐݏ݅ݏ																		  

 

Matrice dei coefficienti delle incognite = matrice incompleta 
del sistema 

,ณ <7.3.1/3> = ൮ ࢇࢇ ࢇࢇࢇ		…		 ࢇࢇ……………………ࢇ		…		  ൲ࢇ		…		

 

Matrice dei coefficienti delle incognite e dei termini noti =  
matrice completa del sistema, ottenuta orlando a destra la 
matrice incompleta con i termini noti del sistema 
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ା,ณ <7.3.1/4> = ൮ ࢇࢇ ࢇ		…		 ࢇࢇ࢈ ࢇ		…		 …………………………࢈ ࢇࢇ. ࢇ		…		  ൲࢈

 
Dalla definizione di caratteristica di una matrice risulta 
 

ቐ0 ≤  ≤ ݉݅݊(݉, ݊)									0 ≤  ≤ ݉݅݊(݉, ݊ + (1 ≤  ≤  + 1													 	⇒ 	0 ≤  ≤ ൝݉݅݊(݉, 																					(݊ ≤ ൜݉݅݊(݉, ݊ + (1 + 1															  
 

da cui, eliminando le condizioni superflue, si ottiene 

<7.3.1/5>   ≤  ≤ ቄ																																								 ≤ ,)  + ) 
 
Un sistema di equazioni lineari risulta compatibile, se ammette 
almeno una soluzione e in particolare risulta 

 

• determinato, se ammette una sola soluzione 
• indeterminato, se ammette infinite soluzioni 

 

Un sistema di equazioni lineari risulta invece incompatibile, se 
non ammette alcuna  soluzione. 

 

Un sistema omogeneo è sempre compatibile, poichè ammette la 
soluzione banale, corrispondente al vettore nullo e in 
particolare 

• se il sistema è determinato, tale soluzione nulla è unica  
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• se il sistema è indeterminato, la soluzione nulla non è 
unica, in quanto il sistema ammette infinite altre soluzioni 
(autosoluzioni o soluzioni proprie) 
 

Teorema di Rouchè-Capelli 

Condizione necessaria e sufficiente (CNeS) affinchè un sistema di   equazioni lineari in  incognite sia compatibile è che risulti 

   <7.3.1/6> = =)		  (
• se   =  il sistema ammette una sola soluzione   
• se   <   soluzioni ି∞ il sistema ammette   

 

Teorema di Cramer-Leibnitz 

CNeS affinchè un sistema di   equazioni lineari in   incognite 
sia compatibile e determinato, è che risulti 

,ด||   <7.3.1/6> ≠  

Poiché  ݉ = ด,|ܣ|݊ ≠ 0ቋ 	⇒ 	 = ݊		(= ݉) 
segue 

0 ≤  ≤ ൝																																					 ≤ ,)݊݅݉  + 1)ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥಲ ⇒ 	0 ≤  ≤  ≤  	⇒ 

⇒  = =) ( =  =  
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CNeS affinchè un sistema omogeneo di  equazioni lineari in  
incognite ammetta autosoluzioni è che risulti  	
,ด||   <7.3.1/7> =  

 

Accertamento della compatibilità (e della determinatezza) 
di sistemi di equazioni lineari  
 

Sistema omogeneo: sempre compatibile 
 

,ณ   <7.3.1/8> ∙ ,ഥณ࢞ = ഥณ, 

 

Calcolo di 		(=  =  (
• se   =   il sistema risulta determinato e ammette la 

sola soluzione nulla 
• se   < ݊ il sistema risulta indeterminato e ammette 

la soluzione nulla e ∞ି autosoluzioni 
 

Sistema non omogeneo: compatibile oppure incompatibile 
 

,ณ   <7.3.1/9> ∙ ,ഥณ࢞ = ≠)			,ഥณ࢈ ഥณ,) 
 

Calcolo di  

•  se   =  il sistema risulta normale e quindi compatibile    
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0 ≤  ≤ ൝	݊																																							 ≤ ,)݊݅݉  + 1)ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥಲ ⇒ 	0 ≤  ≤  ≤  	⇒ 

⇒  = =) ( = ቄ≤ =  

  se   =   il sistema risulta determinate e ammette una 
sola soluzione  

se   <  soluzioni ି∞ il sistema risulta indeterminato e ammette 
se   <  il sistema risulta non normale e comporta il    

calcolo di   
  se   =   il sistema risulta compatibile, ammette una 

oppure infinite soluzioni  
  se   =  il sistema risulta determinato, ammette una 

sola soluzione  
se   <  soluzioni ି∞ il sistema risulta indeterminato e ammette 

  se   =  + 	(≠    il sistema risulta incompatibile (
e non ammette soluzioni  

 
 
7.3.2 – Risoluzione di un sistema di equazioni lineari 

 

Dopo l’accertamento della compatibilità di un sistema, si 
conosce la caratteristica  	(=  =  diverso da zero    della matrice 	  e il minore di ordine  (
 

• se   <  si portano al secondo membro delle equazioni i  
termini relativi a quelle incognite i cui coefficienti non 
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compaiono nel minore di ordine   diverso da zero: a tali 
incognite vanno attribuiti valori (reali) arbitrari.  
 

• se   <  si considera il sistema (base), trascurando le  
equazioni, i cui coefficienti non compaiono nel minore di 
ordine p diverso da zero: le soluzioni relative alle p equazioni 
considerate varranno anche per le ( − (  equazioni 
trascurate.   

 

Operando in questo modo si ottiene un sistema, di  equazioni 
in  incognite, compatibile e determinato (secondo il Teorema 
di Leibnitz-Cramer) 
 

,ณ   <7.3.2/1> ∙ ,ഥณ࢞ = 			,			,ഥณ࢈ ,ด|| ≠  

 

esso coincide con il sistema iniziale solo se   =  =  =  . 
 

Tale sistema (base) è quello da risolvere (solo se necessario: 
considerando che, se il sistema è omogeneo con  =  esisterà ,	
la sola soluzione nulla, per la quale non sono necessari calcoli).  
 

Comunque, a prescindere dal precedente caso banale, poiché la 
matrice del sistema è non singolare, esiste la sua matrice 
inversa ed è possibile scrivere in forma matriciale la formula 
risolvente del sistema di equazioni lineari 
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,ตି   <7.3.2/2> ∙ ,ณࡵᇣᇧᇤᇧᇥ,ณ
∙ ,ഥณ࢞ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ,ഥณ࢞

= ,ตି ∙  ,ഥณ࢈

Ricordando le definizioni di prodotto matriciale (righe per 
colonne) e di matrice inversa di una matrice quadrata non 
singolare, risulta  
 

<7.3.2/3> 

ቌ࢞࢞…࢞ቍ =
ۈۉ
ۈۈۈ
||ห(,)หۇ ห(,)ห|| … ห(,)ห||ห(,)ห|| ห(,)ห|| … ห(,)ห||… 					… …				 …ห(,)ห|| ห(,)ห|| … ห(,)ห|| ۋی

ۋۋۋ
ۊ ∙ ቌ࢈࢈…࢈ቍ = 

 

=
ۈۉ
ۈۈۈ
ۇۈۈ

ห(࢘,)ห|| ࢘࢈
||ห(,࢘)ୀห࢘ ࢘࢈
ୀ࢘ …ห(,࢘)ห|| ࢘࢈
ୀ࢘ ۋی

ۋۋۋ
ۊۋۋ =

ۈۉ
ۈۈۈ
ۇۈۈ
||࢘࢈ห(࢘,)ห

ห(,࢘)ห࢘࢈||ୀ࢘
ୀ࢘ …||࢘࢈ห(,࢘)ห
ୀ࢘ ۋی

ۋۋۋ
ۊۋۋ =

ۈۉ
ۇۈۈ
||หห…|||||||| ۋی

 ۊۋۋ
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La relazione ottenuta consente di ottenere la formula risolvente 
del sistema di equazioni lineari nella forma della cosiddetta 
Regola di Cramer 
 
<7.3.2/4a> 

࢞ = หหต|,|ด, = ||ด, ࢘࢈ ห(,࢘)หᇣᇤᇥି,ି

ୀ࢘ ,			݆ = 1,2, … , 

 

 
dove l’espressione al numeratore nella formula rappresenta il 
determinante della matrice ottenuta dalla matrice del sistema, 
sostituendo la j-sima colonna con la colonna dei termini noti 
 

<7.3.2/4b> 

࢞ = ተተ
ࢇ ࢇ … ି,ࢇ ࢈ ା,ࢇ … ࢇࢇ ࢇ ࢇ…… ࢇ… ……

ି,ࢇ ࢈ ି,ࢇ…ା,ࢇ ࢈… ା,ࢇ…
… ……ࢇ ተࢇ…

ተ

ተተ
ࢇ ࢇ … ି,ࢇ ࢇ ା,ࢇ … ࢇࢇ ࢇ ࢇ…… ࢇ… ……

ି,ࢇ ࢇ ି,ࢇ…ା,ࢇ ࢇ… ା,ࢇ…
… ……ࢇ ተተࢇ…

 

 ݆ = 1,2, … , 
  

 



Matematica

7.3.3 - 

Studio 
 

<7.3.3/

 •
 •

 

 •

a per i corsi 

Consid

del com

/1> 

,ณ
 = 
 = 

 = 			

di Economia

derazio

mportam

  

ณ, = ൬ܽଵܽଶ
=   co	∞=   un

 =  
     
 

a                     

ni geom

mento d

൜ࢇࢇ࢞࢞ଵ ܾଵଶ ܾଶ൰
oefficien∞ soluz
nica solu

 nessun
 caso im

                      

536 
 

metrich

di due re࢞ + ࢞࢟࢈ + 			,		࢟࢈ ณ, =
 

nti e term
zioni, ret
uzione, 

 

na soluz
mpossib

                       

he ed es

ette in 	ࡿ= =ࢉ  ࢉ

= ൬ܽଵܽଶ
mini no
tte coin
rette in

zione, re
bile per s

                      

sempi ࡿ 

ܾଵ ܿଵܾଶ ܿଶ
ti propo
cidenti 

ncidenti 

ette par
sistemi 

 

             Alge

ଵଶ൰ 

orziona

rallele 
omogen

bra Lineare

ali 

 

nei 



Matematica

Studio 
 

<7.3.3/

 •
 •

 •
 •

a per i corsi 

del com

/2> 

ณ,
 = 
 = 

 = , 
 = , 

di Economia

mportam

  

ณ = ൭ܽଵܽଶܽଷ=  coe∞
 =    un
  (d
 

 = 
  ca
  (d
  = 

a                     

mento d

൝ࢇࢇ࢞ࢇ࢞࢞
ଵ ܾଵଶ ܾଶଷ ܾଷ൱
efficient soluzi

na soluz
due rett

  nessun
aso imp
due rett

   nessu

                      

537 
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Poiché il sistema è compatibile, il  vettore 	࢈ഥ
  

è esprimibile come 
combinazione lineare degli altri due vettori. I tre vettori sono 
linearmente dipendenti e appartengono allo stesso spazio  S2 , il 
rango del loro insieme è 2.

 

 ࢇഥ + ࢇഥ = (1,3)	3			,			ഥ࢈ + 2	(−2,−4) = (−1,1)
  

Esempio: Studiare il seguente sistema parametrico 
 ൝ ࢞ + ࢟ = 				࢞ − ࢟ = ૡ࢞ − ࢟ = 				  
ณ,  = ൭1 			14 −݇1 −1൱			,			 ห[,;,]หᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ, = 	 ቚ1 		11 −1ቚ = −2 

 
 • =  <  sistema non normale 

ณ,  = ൭1 			1 44 −݇ 81 −1 0൱			,				 ด,|| = อ1 1 4	4 −݇ 81 −1 0อ = 4݇ 

  = ቄ2					݇ = 03					݇ ≠ 0 

• per  ≠ ,  =  ≠  =   sistema incompatibile 
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• per  =  il sistema risulta  ൝࢞ + 	࢟ = 	࢞ = ૡ								࢞ − 	࢟ =   

ณ,  = ൭1 			1 44 			0 81 −1 0൱			,			 ห[,;,]หᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ, = ቚ4 		01 −1ቚ = −4 

 

Poichè  contiene , se  non può essere 3, deve essere  =  

 • =  = (=  sistema compatibile e determinato (
 ൜࢞ = ૡ						࢞ − ࢟ =  

 

ݔ = ቚ8 		01 −1ቚቚ4 			01 −1ቚ = −8−4 = ݕ			,			2 = ቚ4 81 0ቚቚ4 			01 −1ቚ = −8−4 = 2
 

 

Considerazione geometrica: la prima e la terza equazione 
rappresentano due rette di ࡿ  incidenti nel punto (, ) , la 
seconda equazione rappresenta un fascio di rette con centro in (, ) . Per  =   la seconda equazione corrisponde alla 
particolare retta del fascio passante per (, ).   
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൝࢞ + ࢠ = 			࢟ + ࢠ = 			࢞ − ࢟ =  
 

• Sistema omogeneo, quindi compatibile 
ณ,  = ൭3 			0 10 		2 13 −2 0൱			,					 ด,|| = อ3 			0 10 		2 13 −2 0อ = 0 

 ห[,;,]หᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ, = ቚ3 00 2ቚ = 6 

 

 • = 	(<  sistema indeterminato:  considerando le prime  (
due equazioni e le prime due incognite e ponendo ࢠ = ࢻ ∈ ℝ 
 

൝3ݔ = ݕ2ߙ− = ݖߙ− = 						ߙ 	⇒	 ۔ە
ݔۓ = ݕ3ߙ− = ݖ2ߙ− =  				ߙ

 

in particolare, ad esempio, 
 

൝ݔ = ݕ0 = ݖ0 = 0				,			൞
ݔ = ݕ	1− = ݖ32− = 3				 			,			൞ݔ =

ݕ			23 = ݖ			1 = −2 
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Considerazione geometrica: le tre equazioni rappresentano tre 
piani di ࡿ	, incidenti secondo una retta 

 
Interpretazione vettoriale: il sistema equivale all’equazione 
vettoriale ࢇഥ࢞ + ࢟ഥࢇ + ࢠഥࢇ = ഥ 

ݔ	(3,0,3)  + (0,2, ݕ	(2− + ݖ	(1,1,0) = (0,0,0) 
 

Il sistema è omogeneo, quindi compatibile: i tre vettori sono 
linearmente dipendenti, appartengono allo stesso spazio S2 , il 
rango del loro insieme è 2

 

ࢻ−  ഥࢇ − ࢻ ഥࢇ + ഥࢇࢻ = ഥ 

3ߙ−  (3,0,3) − 2ߙ (0,2, −2) + (1,1,0)	ߙ = (0,0,0) 
Per 	ࢻ ≠   è possibile esprimere uno dei vettori (esempio: 	ࢇഥ) 
come combinazione lineare degli altri due vettori 
ഥࢇ  = ࢇഥ + ࢇഥ			,			(1,1,0) = 13 (3,0,3) + 12 (0,2, −2) 

 

Esempio: Studiare il seguente sistema parametrico 
 ቐ࢞ − ࢟ = 		࢞ + 			࢟ = ࢞	 + ࢟ =  


